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Abstract 

In 1987, C. Sabbah proved the existence of Bernstein-Sato polynomials associated with 
several analytic functions. The purpose of this article is to give a more elementary and 
constructive proof of the resuit of C. Sabbah based on the notion of the analytic Grôbner 
fan of a P-module. 

Introduction et énoncé des résultats principaux 

Fixons n ^ 1 et p ^ 1 deux entiers et v G N p . Soient x = (xi, . . . , x n ) et s = (si, . . . , s p ) deux 
systèmes de variables. On se donne fi, . . . , f p G C{x} = C{iCi, . . . ,x n }. Notons V n l'anneau des 
opérateurs différentiels à coefficients dans C{x}. Pour b(s) G C[s] = C[si, . . . , s p ], considérons 
l'identité suivante : 

(*) b(s)f s G V n [s)f+\ 

où f s+v = fi 1+vi ■ ■ ■ fp p+Vp . Un polynôme b(s) vérifiant une telle identité est appelé polynôme de 
Bernstein-Sato (associé à / = (/i, . . . ,f p )). L'ensemble de ces polynômes forment un idéal appelé 
idéal de Bernstein-Sato (associé à /) et qu'on note B v (f). 

Rappelons que c'est I.N. Bernstein |Ber72j qui, dans le cas p = 1 et où / est polynomiale, a montré 
que l'idéal B v (f) est non nul (dans ce cas, il faut, dans (*), remplacer T> n par l'algèbre de Weyl 
A n (C), i.e. l'algèbre des opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux). Dans le cas où / est 



analytique et toujours pour p = 1, la non nullité de B v {f) revient à J.E. Bjôrk Bjô73 avec des 
méthodes similaires à celles employées dans |Ber72j . Dans ce même cas, citons M. Kashiwara Kas76 
qui publia une autre preuve et démontra en plus que le générateur unitaire de l'idéal de Bernstein- 
Sato est à racines rationnelles. Pour p ^ 2, la preuve dans le cas polynomial est une généralisation 
facile de celle de I.N. Bernstein, que l'on peut trouver dans |Lic88j . Dans le cas analytique avec 
p ^ 2, la non nullité de B v {f) a été démontrée par C. Sabbah ( |Sab87a| et |Sab87bj ). Citons la 
contribution de A. Gyoja Gyo93 qui a repris la preuve de C. Sabbah en montrant de plus que 



B v (f) contient un élément rationnel non nul. 

L'objet du présent article est une mise au point de la preuve donnée par C. Sabbah. Plus 
précisément, on peut décomposer la preuve de C. Sabbah en deux grandes étapes : la première 
utilise des arguments similaires à ceux employés par M. Kashiwara dans le cas p = 1, la deuxième 
consiste essentiellement en un résultat de finitude qui permet par la suite de se ramener au résultat 
de la première étape. La seconde étape de la preuve de C. Sabbah s'appuie sur un éventail dit 
adapté ( Sab87a prop. 2.2.1 et th. A. 1.1) dont l'existence mériterait une mise au point technique 
supplémentaire (voir le commentaire qui suit le th. SI). Aussi, nous proposons dans cet article un 
énoncé et une démonstation plus élémentaires et plus constructifs de la seconde étape, qui évitent 
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la notion délicate d'éventail adapté. 

Afin de motiver les résultats du présent article, nous rappelons, sans entrer dans tous les détails, 
la preuve de C. Sabbah. Dans ce rappel, nous mettrons en évidence le résultat de C. Sabbah pour 
lequel nous allons donner un énoncé et une preuve plus constructifs. Signalons que la plupart des 
notions ou notations introduites ci-dessous qui nous seront utiles dans la suite seront détaillées dans 
les sections suivantes. 

On note T> n+p l'anneau des opérateurs différentiels à coefficients dans C{x, t} = C{x±, . . . , x n , 
t\, ... , t p }. En suivant la méthode de B. Malgrange |Mal75j . on fait agir V n+P sur Cjx} ^ 1 ^ , s]f s . 
On note / l'idéal (à gauche 1 ) annulateur de f s dans V n+p et M le quotient M = V n+p /I. 

Pour chaque j = 1, . . . ,p, notons Vj(T> n+p ) la F-filtration de Kashiwara-Malgrange associée à la 
variable tj et notons V = (V\, . . . , V p ) la (multi)filtration de T> n+p indexée par Z p : pour w G Z p , 

p 

v w (v n+p ) = Ç]{Vj} Wj (v n+p ). 

Elle induit une filtration V(M) sur M où pour tout w G 7L V , V W (M) est l'image de V w (T> n+p ) par 
la projection V n+p — > M = V n+P /I. 

Pour j = l,...,p, identifions la filtration Vj avec la forme linéaire sur pj 2n+2p donnée par 
Vj(a, fj,, /3,u) = Vj — fij (où a, (3 S N n , fi, v G N p et a,n,[3,v correspondent respectivement à 
x,t,d x ,d t ). Notons Uy = Ei=i M ^o^- On identifie Uy à (M^ ) p - Chaque L de Uy n JF (i.e. L à 
coefficients entiers) donne lieu à une filtration naturelle V L de V n+p et de M indexée par Z donnée 
par : 

V k L (M) = V ^ M ^ 

où L(w) = hwi + • • • + l p w p si L = (li, ... ,l p ) E N p . 

Voici maintenant les deux étapes de la preuve donnée par C. Sabbah. 
Etape 1 

Théorème. th. 3.1.1, voir aussi \Gyo93\ 2.9 et 2.10) Pour tout L G UyDW, il existe 

un polynôme b G C[A] d'une variable tel que pour tout k € Z, on ait 

b(L(-d tl h, -d tv t p ) - k)V k L (M) C V k L _i(M). 

La preuve de ce résultat utilise des arguments analogues à ceux employés par M. Kashiwara 
|Kas76j dans le cas p = 1. 

Notons bh le polynôme unitaire de plus bas degré satisfaisant l'identité précédente. La 
contribution de A. Gyoja Gyo93 consiste dans le fait que bi est à racines dans Q<o- 



Etape 2 Nous allons introduire deux nouvelles filtrations sur M. 

i) Soit a un cône convexe rationnel dans M^q. On note C(a) l'ensemble des éléments primitifs 
du 1-squelette de a (i.e. L G C(a) si et seulement si la droite engendrée par L est dans le 
1-squelette de a et les coefficients de L sont des entiers sans facteurs communs). Pour tout 
■w G Z p , on note : 

a V w (M) = Yl V W -(M). 

{w'&p |VLe£(cr) L(w')^L(w)} 

(Voir la figure ^ où p = 2 et a est engendré par L\ et ■ m G a V w (M) <^=> m 
est représenté par un opérateur P G T> n+p dont le diagramme de Newton est dans le 

1 Dans tout le texte, idéal signifie idéal à gauche 
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Figure 1. a V w (M) 

Pour tout uu G Z p , nous avons facilement les inclusions suivantes : 

a V w {M) ç f| Vt (w) {M) ç f| Vg w) (M), 

Léo- LeC{a) 

la première étant triviale et la seconde venant du fait que C(a) est inclus dans l'adhérence 
de a. 

Théorème SI. ([Sab87a] th. A. 1.1 et prop. 2.2.1) Il existe un éventail S (dit éventail 
adapté à V(M) ) constitué de cônes polyédraux rationnels convexes tel que pour tout cône 
a G S et pour tout w G Z p , on ait : 

°V W (M)= p| Vt [w) (M). 

Le£(a) 

C'est ce théorème SI dont nous allons donner un énoncé et une preuve plus élémentaires. 
Disons un mot de la preuve. Dans l'appendice de |Sab87a| en collaboration avec F. J. Castro 
Jiménez, C. Sabbah démontre l'existence d'un éventail S dit adapté à la filtration V(M) 
après quoi il montre dans la proposition 2.2.1 que pour tout cône d'un tel éventail, on a 
l'égalité précédente. La preuve de l'existence d'un tel éventail mériterait une mise au point. 
En effet, elle s'appuie sur une division à paramètre qui conduirait à l'apparition de séries 
formelles dans les variables d Xi de dérivation, 
h) Soit V(M) la filtration indexée par TP définie par : 

V W (M)= p| Vt {w) (M). 
Leu v 

Comme conséquence du théorème SI, nous avons : 

Corollaire S2. 

(a) Pour tout w G W , 

V W {M)= p Vf (w) (M), 

Le£(£) 

où £(£) désigne l'ensemble des éléments primitifs du 1-squelette de S. 
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(b) II existe kGN p tel que pour tout w G 1P , on ait 

V W (M) c V W (M) c V W+K (M). 

Faisons quelques commentaires sur la preuve de ce résultat. L'assertion (a) de S2 découle 
trivialement de SI, en effet : 

v w {m) = n ( n v£ m (m)) 

crgE Leu 

= H ( n V LH(M)) par SI 
o-es LeC(cr) 

= n v H W) (M). 

Le£(E) 

En ce qui concerne, l'assertion (b), C. Sabbah démontre que si un éventail S satisfait 
l'énoncé du théorème SI alors la filtration V(M) est une bonne V{V n+p ) filtration ce qui, 
par un lemme usuel de comparaison entre bonnes filtrations fournit les inclusions voulues 
(il faut noter que la première inclusion de (b) est trivialement vraie et que c'est la deuxième 
qui nous intéresse). 

Finissons le rappel de la preuve. Notons 5 la classe de 1 dans le quotient M = T> n+p /I. Posons 

*w= n ( n b L [L( S )-k)) 

Le£(S) -L(v+K,)<k^0 

Par les assertions (a) et (b) de S2, on constate que : 

b(-d t t)ô G V-v-niM) C V. V (M), 
ce qui signifie que b(s) G B v (f). 

Nous allons maintenant énoncer les résultats principaux du présent article. 

On se donne un idéal / de V m (anneau des opérateurs différentiels à coefficients analytiques 
faisant intervenir m variables). Dans |A-C-G0T] . A. Assi, F. Castro Jiménez et M. Granger ont 
introduit l'ensemble U des formes linéaires L pour lesquelles la filtration de V m naturellement 
associée est compatible avec la structure non commutative de T> m (cf. paragraphe 1.2). Ils ont 
étudié le comportement du gradué gr (I) lorque L varie dans IÀ. Considérons la relation sur U telle 
que L et L' sont en relation si les gradués gr L (h(I)) et gr L (h(I)) sont isomorphes (h(I) désigne 
l'homogénéisé de I dont nous rappelons la définition plus loin). Cette relation est une relation 
d'équivalence donnant sur U une partition constituée de cônes polyédraux rationnels convexes. 
L'éventail ainsi constitué est appelé éventail de Grobner (analytique) associé à h(I) et noté £(h(I)). 

Maintenenant, posons m = n+p et reprenons les notations précédentes. Comme nous le verrons, 
on peut naturellement inclure lÀy dans IÀ. On note alors £y = £y{h{I)) l'éventail obtenu comme 
restriction de £(h(I)) à liy. Voici les résultats qu'on se propose de montrer ici. 

Théorème 1. Pour tout cône a de £y, 

°V W {M)= fl V L( W )(M). 
Lec{u) 

L'analogue du corollaire S2 en découle pour (a) et (b) en remplaçant le 1-squelette de S par 
celui de £y. En effet, la preuve du corollaire S2 fonctionne pour n'importe quel éventail dès que ce 
dernier satisfait le théorème SI. 
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Théorème 2. Pour p = 2, il existe k G N 2 calculable à partir de bases de Grôbner associées a 
chaque cône de l'éventail £y (ce calcul sera détaillé a la section 3) tel que pour tout w G 1? , 

V W+K (M) C V W (M). 

Pour p ^ 3, une généralisation de ce résultat semble se heurter à des difficultés techniques 
difficiles à résoudre. 

En résumé, voici l'apport du présent article : 

— Un énoncé et une preuve constructifs du théorème clé SI ce qui fournit une approche plus 
élémentaire et plus constructive de l'étape 2 de la preuve de C. Sabbah et qui permet d'éviter 
la notion d'éventail adapté. 

— Pour p = 2, une preuve entièrement constructive de l'étape 2 dans la preuve de C. Sabbah. 

Je signale que cet article constitue une partie de ma thèse Bah03 dans laquelle on pourra trouver 
une autre preuve de l'assertion (a) de S2 sans passer par le théorème E 

Décrivons le contenu de cet article. 

Dans une première section, nous faisons un certain nombre de rappels concernant le théorème de 
division dans V m (z) tel qu'il est énoncé dans |A-C-G0Ï] . les notions de base standard et d'éventail 
de Grôbner. La section 2 est consacrée à la démonstration du théorème H Dans la troisième section, 
nous démontrons le théorème [2 

1. Rappels et résultats préparatoires 

Dans les paragraphes qui suivent, nous rappelons, sans donner les démonstrations un certain nombre 
de notions et de résultats qui nous seront utiles dans les sections 2 et 3. 

1.1 Homogénéisation 

Comme dans |C-N97| . nous introduisons l'anneau V m (z). C'est avec cet anneau que les auteurs de 
|A-C-G0Ï] ont introduit l'éventail de Grôbner analytique. 

Dans ce paragraphe et jusqu'à 1.3.2, x = (x±, . . . ,x m ) et T> m désigne l'anneau des opérateurs 
différentiels à coefficients dans C{x}. On définit l'anneau T> m (z) comme la C{x}-algèbre engendrée 
par d xi , . . . , d Xm , z où les seules relations de commutation non triviales sont : 

dcix*) 

[d x . , c(x)] = — — z pour i = 1, . . . , n et c(x) G C{x}. 

OXi 

Dans l'anneau T> m , on note deg(P) le degré total en les d Xi d'un élément P. Considérons la filtration 
associée. Elle s'étend naturellement à T> m (z) en considérant le degré total en les d Xi et z. Cette 
filtration fait de T> m (z) une algèbre graduée : 

Vm(z) = @V m (z) d avec V m {z) d = C{x}d%z k , 

d&N k+\/3\=d 

où (3 G N m , 3Î = dî\ ■ ■ ■ é&i et = + • • • + m . 

On dit qu'un opérateur P G V m (z) est homogène (de degré d) si P G V m {z)d- 
Pour P G T> m , on définit son homogénéisé h(P) G T> m (z) comme suit. 

On écrit P = Ylfi c pi x )^ e ^ on pose h(P) = ^2 /3 cp(x)d x z d ~^^ où d = deg(P), ainsi h(P) est 
homogène de degré deg(P). 

De plus pour un idéal I de V m , on définit h(I) comme l'idéal (à gauche) de T> m (z) engendré par 
l'ensemble des h(P) avec P parcourant I. 
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1.2 Filtrations, divisions et bases standards 

Nous rappelons les notions usuelles de filtrations sur T> m et V m {z), le théorème de division dans 
V m (z) de |A-C-(;mj . Nous rappel ons aussi les notions de bases standards et bases standards réduites 
minimales. 

Soit U l'ensemble des formes linéaires L : M? m — > R, L(a, (3) = Yli e i a i + Si fifli avec pour 
tout i = 1, . . . ,n, ei ^ et Ci + fi ^ 0. On étend U à R 2m+1 en posant L(a, (3, k) = L(a, [3). 
Pour P G V m (z) (resp. P G £> m ), on écrit P = J2a /3 k a a,i3,kX a dxZ h (avec a a ^p^ = pour k > si 
P G £> m ). On définit le diagramme de Newton de P, noté N(P) C N 2m+1 (resp. C N 2m ), comme 
l'ensemble des (a, [3, k) G N 2m+1 pour lesquels a, a fi,k / 0. 

Etant donné L G W et P G P m {z) (ou -P G Dm), on définit l'ordre de P par rapport a -L comme 
ord L (P) = max L(M(P)). Cette ordre induit une filtration F sur D m (z) ou T> m indexée par 
L(N 2m+1 ) donnée par : 

F k L (V m {z)) = {P G V m {z); ord L (P) < A;} 

ainsi qu'un gradué associé gr L (V m (z)) = (J) F k (V m (z)) / 'F< k (D m (z)) . 

fceL(N 2m + 1 ) 

Pour P G V m (z), on note u L (P) G gr L (V n (z)) le symbole principal de P, i.e. la classe de P dans 
quotient F k (V m (z)) / F^ k (V m (z)) avec = ord L (P). Si J est un idéal de V m (z), on a une filtration 
F L (J) induite qui conduit à un idéal gradué de gi L (V m (z)) qu'on note gr L (J) et qui est engendré 
par l'ensemble des cr L (P) pour P G J. 

Pour une forme L £U, on définit deux ordres : <l sur N 2m et <^ sur N 2m+1 : 

' L(a,f3) < L(a',/3') 
(a, f3) < L (a 1 , 13') <=4> < ou ( égalité et \(3\ < \/3'\) 

ou ( égalités et (a,/3) >q (a',/3')), 
où <o est un bon ordre compatible avec l'addition fixé pour toute la suite. 



(a,(3,k) <\ {a',f3',k') 



\k+\p\ <k' + \p'\ 
I ou ( égalité et (a, (3) <l (a', (3')). 

Pour P G V m {z), on définit l'exposant privilégié exp < h(P) = max < h (M(P)) et le monôme 

privilégié mp < i, (P) = (x,d x ,z) P< l^ ^ . De même pour P G T> m et <l à la place de <£. Notons 
que exp^(PQ) = exp_ < (P) + exp_,(Q) dès que -< est compatible avec l'addition ce qui est le cas pour 
<L et <\. Rappelons le théorème de division dans V m (z) de |A-C-G0Ï] . 

Soit L £ U. Soient Qi,...,Q r une famille d'éléments de V m (z). Notons (Ai, . . . , A r , A) la 
partition de N 2m+1 définie à partir des exp < h(Qj) : 

- Ai = exp <h (Qi)+N 2m+1 



'< 



(ex P< , (Qj) + N 2m+1 ) \ (U^i" 1 A,) pour j = 2, 



- A = N 2m+1 \(U^ÏA i ) 

Théorème 1.1. ( \A-C-G01] Theorem 7) Pour tout P G V m {z) il existe un unique (q±, . . . , q r , R) G 
(V m (z)) r+1 tel que : 

i) P = q x Qi H + q r Q r + R 

ii) pour tout j = 1, . . . , r, si qj ^ alors M(qj) + exp < h (Qj) C Aj 

iii) si R^O alors JV(R) C A 
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On appelle R le reste de la division de P par les Qj relativement à <r. 
Corollaire 1.2. 

— exp < h(P) = max < h {exp < h {qjQj), j = 1, ■ ■ ■ ,r; exp < h(R)} 

— ord L {P) = max{ord L (q j Q j ), j = 1, . . . ,r; ord L (R)} 

Soit J un idéal de T> m (z) et Qi, . . . , Q r € J. On dit que Q\, . . . , Q r forment une <^-base standard 
de J si pour tout P dans J, le reste de la division de P par Qx, . . . , Q r est nul. Considérons l'ensemble 
des exposants de J, Exp < h (J) = {exp < h (P), P G J \ 0}. Etant donnés Qi, . . . , Q r G J, les deux 
assertions suivantes sont équivalentes (grâce aux théorème de division) : 

— Les Qj forment une <^-base standard de J 
Ex P< ,(J) = U-=i(ex P< ,(Q,) +N 2m+1 ) 

L'existence d'une base standard est assurée par le lemme de Dickson qui dit que si une partie E de 
N q (q G N \ 0) vérifie E + N 9 = E (ce qui est le cas de Exp < h ( J)) alors il existe F C E fini tel que 
E = U eeF (e + W). 

Il est facile de voir qu'une base standard n'est pas unique, c'est pour cela qu'il existe une notion 
de base standard réduite minimale : 

Définition. Soit Qi,...,Q r une <^-base standard de J C T> m {z) et soit ej = exp < h(Qj) pour 
j = l,...,r. 

— On dit qu'elle est minimale si pour toute partie finie F de pj 2m+1 on a l'implication suivante : 

Ex P< h(J) = |J (e + N 2m+1 ) => {e u ... , e r } Ç F. 

eeF 

— On dit qu'elle est réduite si les Qj sont unitaires (i.e. le coefficient du monône privilégié est 1 ) 
et si pour tout j : 

(M(Qj)^e,)c(N 2m+1 ^Ex P<ï (J)). 
Il existe une unique <^-base standard réduite minimale d'un idéal J C V m {z). 

Notons que si l'idéal J est homogène alors la base standard réduite minimale est constituée 
d'éléments homogènes. Nous terminons ce paragraphe par un lemme qui illustre l'intérêt des bases 
standards réduites minimales. Nous l'appliquerons dans la section suivante. 

Lemme 1.3. Soient <i et <2 deux ordres sur p^ 2m + 1 qui permettent de faire des divisions dans 
T> m {z) (par exemple <i=<\. avec L\ et L2 deux formes). Soit {Q±, . . . , Q r } la base standard réduite 
minimale d'un idéal J C T> m {z) par rapport a l'ordre <\. Supposons que pour tout j, exp <l (Qj) et 
exp <2 (Qj) soient égaux. Alors {Qi, . . . ,Q r } est aussi la base standard réduite minimale de J par 
rapport a <2- 

Nous omettons la preuve. Disons simplement que ce qui importe lors d'une division, c'est 
l'ensemble des exp < (Qj) et pas l'ordre <. Ainsi, diviser par les Qj par rapport à <i ou <2 donnera 
les mêmes quotients et le même reste. 

1.3 Eventail de Grôbner 

Dans ce paragraphe, nous rappelons le résultat principal de |A-C-G0Ï] décrivant l'éventail de 
Grôbner d'un idéal. Nous introduisons aussi le ^-éventail de Grôbner £y(h(I)), ce sera l'objet 
principal des sections 2 et 3. 
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1.3.1 On se donne un idéal I de T> m et on considère h(I) C T> m (z) son homogénéisé. Pour L 
et L' dans U, on définit la relation : 

L ~ L' gr L (P m (z» ~ gr L '(P m (z)) et gr L (/i(/)) ~ gv L '(h(I)). 

Cette relation est une relation d'équivalence sur U. 

Théorème 1.4. jA-G-GOiJ 1 La partition sur U donnée par la relation d'équivalence précédente est 
constituée de cônes polyédraux rationnels convexes. Cette partition qu'on note S(h(I)) est appelée 
éventail de Grôbner (analytique) de h(I). 

De plus pour chaque cône a G £(h(I)), il existe Qi, . . . , Q r G h(I) homogènes tels que : 

— pour tout L,L' G a, cr L (Qj) = a L (Qj) et exp < h(Qj) = exp < ; 1 (Qj) pour tout j. 

— pour tout L G a, l'ensemble {Qi, ■ ■ ■ , Q r } est la base standard réduite minimale de h(I) par 
rapport à <\. 

Remarquons que la deuxième condition nous montre que sur un cône a, l'ensemble Exp < h (h(I)) 
des exposants de h(I) par rapport à <^ est constant lorsque L parcourt a. 

1.3.2 A partir de maintenant, on travaillera dans T> n+p et T> n+P (z) (i.e. m = n + p). Pour 
j = 1, . . . ,p, on notera Vj G U la forme linéaire donnée par : Vj(a, fj,, (3, u) = Vj — fj,j où a, (3 G N n 
et /U, v G W . Cette forme linéaire donne lieu à une filtration qu'on note aussi Vj et qui n'est rien 
d'autre que la V-fîltration de Kashiwara-Malgrange associée à la variable tj (rappelons que dans 
T> n+p , les variables sont x = (x\, . . . , x n ) et t = (t\, . . . , t p )). On note alors V la multifiltration 
V=(Vx,...,V p ). 

Nous noterons lÂy dlA le sous-ensemble des formes linéaires L s'écrivant : 

L = hVi + h l p V p , 

avec (li, . . . , lp) G (M^o) P ) aussi nous identifierons Uy et (M^o) p - 

A partir de maintenant, pour L G Uy, on notera V L la filtration associée à L (conformément 
aux notations de Sab87a])- Notons que pour L G Uy, gr L (D n+p (z)) est isomorphe à un sous-anneau 
de V n+p (z), ainsi nous considérerons que tous les calculs se feront dans V n+P (z). Maintenant, 
considérons la restriction de £(h(I)) à Uy. Ceci donne lieu au ^/-éventail de Grôbner de h(I) que 
l'on note £y(h(I)). Comme conséquence, on obtient un analogue du théorème 11.41 : 

Corollaire 1.5. Pour chaque cône a de £y(h(I)), il existe Qi, ■ ■ ■ ,Q r G h(I) homogènes tels que : 

— pour toute L, V G a, a L (Qj) = a L (Qj) et exp < h (Qj) = exp < h (Qj) pour tout j. 

— pour tout L G a, l'ensemble {Qi, ■ ■ ■ , Q r } est la base standard réduite minimale de h(I) par 
rapport à <\. 

On voit que pour chaque cône a, il existe des Qj qui, pour tout L de a, forment la base standard 
réduite minimale de h(I) par rapport à <£. S'il n'y pas de confusion possible, on l'appelle la base 
standard de h(I) associée à g. 

Terminons ce paragraphe par quelques remarques et notations. Un cône a de £y(h(I)) n'est pas 
nécessairement ouvert (il peut être "semi-ouvert"). Voici comment on définit C(a) : 
on considère d'abord l'adhérence a de a. Il existe Li,...,L q G Uy qu'on suppose primitifs (avec 
q ^ 1 pouvant être plus grand que p) tels que : 

a = {L = nLi H r q L q ; ^ 0}. 
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Supposons q minimal alors C(a) est l'ensemble {Li, . . . , L q }. L'ensemble C(£y (h(I))) n'est alors 
rien d'autre que la réunion des C(a) avec a G £y(h(I)) (remarquons qu'il est constitué d'éléments 
entiers car tout cône a est rationnel). 

On définit l'intérieur de a comme l'ensemble des combinaisons à coefficients strictement positifs 
des Lj. On note )L\, . . . , L q { le cône ouvert engendré par les Lj. D'autre part si L\ et L2 sont dans 
Uy, on note )L%,L2) = {r\Li + ^£2; r% > 0, r2 ^ 0} le cône semi-ouvert contenant L2 mais non 
Li. 

Dans la suite, on écrira Ey à la place de £y(h(I)). 

2. Démonstration du théorème ^ 

Soit a un cône de Ey. Nous avons vu dans le corollaire 11.51 qu'il existe une famille Qi, . . . ,Q r de 
h(I) qui est la base standard réduite minimale de h(I) par rapport à <\ et ce pour tout L dans 
a. Maintenant, que se passe-t-il pour une forme linéaire L appartenant à l'adhérence de a mais qui 
n'est pas dans a (ce qui peut arriver pour un élément de C(a)) ? Bien entendu les Qj ne forment 
pas nécessairement une base standard de h(I) pour l'ordre <\. Par contre il est possible, et c'est 
le but du résultat suivant, de construire un ordre que nous noterons < a L (car il dépend de L et de 
a) pour lequel les Qj forment la base standard réduite minimale de h(I). Voici comment on définit 
l'ordre en question. 

D'abord on fixe une forme linéaire L a dans l'intérieur de a et pour (a, fj,, {3, u, k) et (a', //, /?', v\ k') 
dans W +p+n+p+1 on pose : 

(a,/i,p,v,k) <i(a',iJ,',0',v',k) ^=> 

'k+\(3\ + < k' + \/3'\ + H 
< ou ( = et L(a, fi, (3, v) < L(a' , //, f3', v')j 
ou (= et = et (a,fj,,f3,v) < La (a 1 , fj,', /3',u')) . 

Proposition 2.1. Soit L G Uy appartenant a l'adhérence de a G Ey et soit Qi, . . . ,Q r la base 
standard de h(I) associée au cône a. Alors pour tout j = 1, . . . , r et pour tout L' dans )L, L a ) : 

exp <h (Qj) = exp <? (Q j ). 

Comme conséquence de cette proposition, nous obtenons que les Qj forment la base stan- 
dard réduite minimale de h(I) pour l'ordre <f L . En effet, il suffit pour cela d'appliquer le 
lemme 11.31 

Démonstration. En utilisant le corollaire ll.5( on obtient 
exp^Qj) = exp < ^(<T L (Q j )) 

= exp < h (a L (Qj)) par définition de <f L et < h La 

Lu 

= ex P< , ; {o- La (a L (Qj))) 

= exp < ; 1 {o~ Lcr {Qj)) car a L (Qj) est constant VL" £}L,L Œ ), 

La 

voir la figure ci-après. 

= exp < h (Qj) 
= exp < h / (Q j ). 

□ 
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Figure 2. Diagramme de Newton d'un Qj associé à a =)Li2,L\) 



Rappelons que I est un idéal de T> n+p , M = V n+p /I et S est la classe de 1 dans M. Soit a un 
cône de £y. Notons Li,...,L q les éléments de C(a). 

Lemme 2.2. Soit i G {1, . . . ,<?}, m G K. io (M) avec Àj G Q et P G V n+P tel que Pô = m et 
ord Li o (P) > À io alors il existe P' G V n+P tel que : 

- P — P' G / c'est-à-dire P'ô = m 

- ord Ll o (P') < ord Lî o (P) 

- ord Ll (P') < ord Ll (P) pour i G {1, . . . , g} \ {î }- 

En d'autres termes, il est possible de faire baisser l'ordre par rapport à l'un des Lj sans augmenter 
l'ordre par rapport aux autres Lj. Avec ce lemme, nous sommes en mesure de donner une 

Démonstration du théorème^ Soit m G Die£((r) ^LM C^O alors pour i = l,...,q, il existe Pj G 
£> n + p tel que Pj<5 = m et ord Ll (Pj) ^ Li(v). On pose p = P\. En appliquant un nombre fini de fois 
le lemme avec ïq = 2 (la première fois avec P = P\ et Aj = ord Li o (Pi)), on construit P2 tel que 
P2Ô = m et ord '(P2) ^ ^i(^) pour i = 1,2. On recommence le processus avec ïq = 3 et P = P2, 
etc. Après un nombre fini d'étapes on obtient P q G V n+p tel que P q ô = m et pour tout i = 1, . . . , q, 
orà Li (P q ) ^ Li(v). Ceci montre bien que m G □ 

Pour finir cette section, il ne reste plus qu'à démontrer le lemme précédent : 

Démonstration de \2.êA Pour simplifier les notations, nous ferons la démonstration avec io = 1, 
À = \i et <L i = Notons Qi, . . . , Q r la base standard de h(I) associée au cône a. 

Par hypothèse, il existe P\ G V n+p avec P\ô = m et ord Ll (Pi) ^ À. Il existe lo,l,h G N tels que 
z l °h(P - Pi) = z l h(P) - z h h{Pi). On pose alors H = z l h(P), H x = z h h(P x ) et Hq = H - H x et 
comme P — P\ G /, on a Hq G h(I). 

Considérons la division de Hq par les Qj relativement à l'ordre <l 1 : 

r 

Hq = QjQj avec N{qj) + exp <£i {Qj) C Aj pour tout j 
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où les Aj C F*J 2ri + 2 P+ 1 forment la partition de Exp <L (h(I)) associée aux exposants privilégiés des 
Qj (voir le théorème de division 11 . Il rappelé à la section 1). 

Comme pour tout i,j, les exposants exp <L (Qj) et exp <L (Qj) sont égaux, la division précédente 
est aussi une division relativement aux ordres <l 2 ,... ,<l „■ Par conséquent, pour tout i = 1, . . . ,q 
et j = l,...,r : 

ord Ll (# ) > ord L > ( qj Qj). 
Notons J l'ensemble des j 6 {1, . . . , r} pour lesquels ovd Ll (H ) = ord Ll (qjQj), nous avons alors : 

a L ^(H ) = a Ll (H) = J^foO^CQi)- 

On considère et on note W = ~^2cr Ll (qj)Qj- C'est un élément de h(I). 

j&J 

Posons H' = H — W . Nous allons montrer les deux assertions suivantes. 

i) ord Xl (#') < ord Ll (tf), 

ii) ord Ll (H') < ord L " (H) pour i = 2, . . . , q. 

i) On a clairement a Ll (H) = a Ll (W). Par conséquent, 

H' = (H - a Ll (H)) -(W- a Ll (W)). 

On voit alors facilement que les deux termes entre parenthèses ont un Li-ordre strictement 
inférieur à celui de H. 

ii) Fixons i entre 2 et q. 

En utilisant 11.51 pour tout j, on a : 

exp <L i<T Ll (Qj))=exP <L iQj)- (1) 

D'autre part, par construction des qj, pour tout j on a : M(qj) + exp < (Qj) C Aj, ce qui 
entraine ceci pour tout j : 

M(° Ll (Qj)) + exp <Lj (a Ll (Qj)) C Aj. (2) 

Maintenant, nous avons a Ll (W) = YljeJ aLl ( { ?i) fjil (Qj)- P ar ^ a relation ©, on peut dire que 
cette écriture est le résultat de la division de a Ll (W) par {a Ll (Qj), j € J} relativement à 
<Li> pa r conséquent : 

exp <L _(a^(W)) = max{exp < Ja^(qj)a L ^(Qj))}. (3) 

De la même manière, on peut montrer que 

exp <L .(W) = max{exp <L > Ll (^)^)}- (4) 

1 J ! 



Par conséquent, grâce à (J3J), Q et on obtient l'égalité exp^ (c (W)) = exp^ (W), ce 



qui donne en particulier ord^W) = ord^cr^ 1 (W)). D'où les égalités et inégalités suivantes : 

ord Li (W) = oid L > (a Ll (W)) 

= ovd Li (a Ll (H)) car a Ll (W) = a Ll (H) 
< ord L <(#). 

Par conséquent, ord ii (-ff / ) ^ ord Li (iî). Les deux assertions sont démontrées. 

Maintenant, effectuons la spécialisation z = 1 (qui est un morphisme d'algèbres T) n+p {z) — * V n+p ) 
et posons P' = H! =1 = P—W\ z= \. On a W € donc W\ z= i £ I et P'ô = m. Après spécialisation, 
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les assertions 1 et 2 deviennent : ovd Li (P') ^ ord Li (P) pour tout i = 1, . . . ,q avec inégalité stricte 
pour i = 1. Le lemme est démontré. □ 

3. Démonstration du théorème l2"l 

Dans cette section, nous allons démontrer le théorème EJ Nous allons dans un premier temps énoncer 
plus précisément l'assertion en question, puis nous en écrirons la preuve. Nous verrons qu'elle consiste 
essentiellement en une analyse raffinée du lemme précédent 12.21 en effet nous ferons ce qu'on pourrait 
appeler un "contrôle de la montée de l'ordre" par rapport à la forme V\. 
Rappelons que dans ce paragraphe, p égale 2. 

Notation. 

— Soient L\,Li2 deux formes non nulles de Uy. Ecrivons Li = diVi + b{V2 avec cn,bi ^ 0. On dit 
que L\ est inférieure (resp. strictement inférieure) à L 2 si b\/a\ ^ 62/^2 (resp. b\ja\ < b^la-i)- 
On abrégera cette notion en notant L\ L2 (resp. L% < L2). Par convention b/0 = +00, toute 
forme L est inférieure à V 2 - 

— Soient L\ ^ L 2 dans Uy et H G V n+p (z). On dit que H est Li-homogène si H = a Ll (H). On 
dit que H est (L\, L2)-homogène si H = a Ll {a L ' 2 {H)). 

— Soit L une forme dans Uy. Nous noterons <\l l'ordre sur pj"+ 2 +n+2+i donné par : 

(a,fj,,P,i',k) <l (a',(i',P',i/, k) 

'k + \p + v\ < k' + \P' + v'\ 
< ou ( = et L(ct, fJL, (3,u) < L(ct' , p! , (3' ,v')) 
ou (= et = et (a, p,(3, v) <y 1 (a' , p' , (3' ,v')) . 
Nous remarquons qu'en adoptant les notations du paragraphe précédent et en posant a = 
)V\, L( (avec L ^ V\) alors on a : <l = <£. Si par contre L = V\ alors <l = <y,- 

Soit a un cône de Ey de dimension 2 (maximale) et {L\,L2} = C(a) avec L\ < L2. Notons 
Qi, . . . , Q r la base standard de h(I) associée à a. On définit kJéN par : 

k\ = max{ord yi (Qj) - ord Vl (a L > (Qj)), j = l,...,r}. 

Avec les notations précédentes, nous avons (voir la figure Ej) : 

ord yi (^ i2 (Qi)) = ord V ' 1 (ex P<i2 (Q J )). 

Maintenant on définit k 1 € N comme le maximum des k\ pour les cônes a S £y de dimension 
2. Voici une reformulation plus précise du théorème El: 

Théorème 2 bis. Pour tout w gZ 2 : 

V w (M)cV w+(K i >0) (M). 

3.1 Contrôle de la montée de l'ordre par rapport V± 

Soit a € Ey un cône de dimension maximale et soient L\ < L2 ses générateurs primitifs. Soit 
m € V W (M) avec w dans 1? , en particulier m G (V^ w ^(V n+ 2)ô) H (V^ w ^(T> n+ 2)S). Supposons 

donné P € V n tel que Pô = m et ord Ll (P) ^ L\(w) et tel que ord l2 (P) > L2(w). Alors nous avons 
montré dans le lemme l2~2l comment construire, en un nombre fini d'étapes, un élément P a tel que 
ord Ll (^x) sC ord Ll (^) (i-e. l'ordre par rapport à L\ n'a pas augmenté) et ord L2 (P a ) ^ L2(w) (i.e. 
l'ordre par rapport à L2 a baissé le plus possible). Nous pouvons nous demander ce qui se passe 
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Figure 3. ord Vl (Qj) - ord Vl (exp <£ (Qj)) 



pour l'ordre V\ de P a par rapport à celui de P. Nous allons montrer que cet ordre peut augmenter 
mais de manière contrôlée. C'est l'objet du lemme suivant : 

Lemme 3.1. Soit a un cône de dimension maximale de £v(h(I)) et L\ ^ L 2 ses générateurs primitifs 
(il est possible que Li ^ a). Supposons V\ ^ L\ < L 2 ^ V 2 . 

Soient w G 1? et m G v£ 2 {w) (M). Soit P G V n+2 tel que Pô = m et ord Ll (P) ^ L^w) alors on 
peut construire P a G V n+2 a partir de P tel que : 

(i) P Œ -P£l 

(ii) Pc G a V w (V n+2 ), en particulier : ord L ' 2 (P a ) L 2 (w) 

(iii) ord Vl {P a ) ^ max{ord Vl (P) , w Y + k\}. 

C'est (iii) qui justifie l'intitulé de ce paragraphe. 

Démonstration. Si ord i2 (P) ^ L 2 (w), il suffit de poser P a = P. On suppose donc que ord i2 (P) > 
L 2 (w) ce qui entraine ord Vl (o~ L2 (P)) ^ w\. 

Par hypothèse il existe P 2 G T> n+2 vérifiant P 2 ô = m et ord i2 (P2) ^ L 2 (w). On définit Hq = 
z l °h(P — P 2 ) = z l h(P) — z l2 h(P 2 ) (il existe des entiers Iq, l, et l 2 satisfaisant une telle égalité), 
H = z l h(P) et H 2 = z l2 h(P 2 ). On reprend le début de la preuve du lemme HTH à la différence qu'on 
travaille avec la forme L 2 au lieu de L\. On considère donc la division de Hq par la base standard 
Qi, . . . , Q r relativement à l'ordre <l 2 ce Qui donne : 

Hq = Yy~j=i I3Q3 avec orà L2 (Ho) ^ ord L2 (qjQj). On note J l'ensemble des j dans {1, . . . ,r} pour 
lesquels l'inégalité précédente est une égalité. On pose alors : 

W = E je j ° L2 (lj)Qj etH' = H-W. 
Maintenant, ce qui nous intéresse, c'est la différence entre ord Vl (H) et ord Vl (H'). C'est l'objet de 
ce qui suit : 

Affirmations. 

(a) ord Vl (W) < tui + k\ 

(b) ord Vl (W) - ord Vl (a L2 (W)) ^ k\ 

Démontrons ces affirmations : 
(a): Nous avons oid Vl (a L2 (W)) = ovd Vl (a L2 (H)) = ord Vl (a L2 (P)) et ce dernier est majore par w\ 
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donc si (b) est vrai il en est de même pour (a). 

(b): Comme au paragraphe précédent, on peut montrer que la division de W par {Qj, j G J} 
relativement a <l 2 donne : W = SjeJ (jL2 ( ( lj)Qj- P ar conséquent, il existe j\ € J tel que 
exp <L (W) = exp <L {tniQji) où roi = mp <]L (q^) qui est un monône de cr Vl (cr L2 (q^)). En partic- 



ord Vi (a La (W)) = ord Vl {m 1 a L2 (Q jl )). 



(5) 



ulier, ceci implique : 
D'autre part, 

ord Vl {W) ^ mflx{ard Vl (<7 £a (q,-)Qi)! 3 6 di- 
sait alors j2 € J tel que ord Vl (o" I ' 2 (g ; / 2 )(5j 2 ) = max{ovd Vl (a L2 (qj)Qj), j G J}. En prenant m 2 = 
mp <i2 (çj 2 ), on obtient 

ord Vl {W) < ord Vl (m 2 Q h ) (6) 
Remarquons qu'il est possible qu'on ait j\ = j 2 . Cependant, on a toujours : (voir la figure QJ 



exp(m 2 Q ) 




ex p(W)= exp(m! Q j ^ 



\ x > 

\ \ 

\ \ 

\ 


\ 

1 

■ 


ord Vl (W) 

1 ! 




ord ViQjj) 


ord V '(m 2 Q j2 ) 



Figure 4. Illustration des affirmations 



Affirmation. 

(c) ord Vl (m 2 a L2 (Q h )) ^ ord Vl {m^ 2 {Q h )) . 

En utilisant cette affirmation et les identités et nous obtenons : 

ord Vl (W) = ord Vl (W) - ord Vl {m 2 Q j2 ) 

+oid Vl {m 2 Q j2 ) - oid Vl (m 2 a L2 (Q j2 )) 
+oid Vl (m 2 a L2 (Q j2 )) - oid Vl { mi a L2 {Q h )) 
+oid Vl (<j L2 {W)) 

< ord Vl {m 2 Q j2 ) - ord Vl (m 2 a L2 {Q h )) + ord Vl {o L ' 2 (W)) 

< kI + ord Vl (a L2 (W)) 

Ceci démontre le point (b). Il ne reste plus qu'à démontrer le point (c). 
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La division de a L2 (W) par {a L2 (Qj) : j G J} relativement à <l 2 donne le résultat suivant : 
a L2 (W) = Y,jeJ aL2 (lj)° (Qj)- Par conséquent, 

ex P«, 2 [<r L2 (Qh)<r L2 (Qh)) <L 2 exp <L2 (a L2 (W)). 

Or 

ex P<L2 (a L2 (W)) = e W<L2 (W) = exp^ (m^^)) 

et 

donc 

ex P< i2 ( m ^ L2 (Qj2)) exp <i2 {mxa L2 (Q h )). 
Or ord L2 (m 2 a L ' 2 (Q j2 )) = ord 1 * (m 1 a L *(Qj 1 )) donc 

ord Vl (m 2 a L2 (Q h )) < ord yi (™i^ 2 (<2ji))- 

Le point (c) est démontré. 

Voyons maintenant comment l'affirmation (a) permet de montrer le troisième point du lemme. 
Nous sommes partis de H et nous avons construit H' = H — W. Par (a), nous avons oTd Vl (H') ^ 
max(ord yi (H), wi + Kp). La suite consiste à faire les mêmes opérations avec H' à la place de H. Le 
dernier élément H a ainsi construit vérifie : H a — H G h(I) et ord^ 1 (H a ) ^ max(ord yi (H),wx + k^). 
On pose alors P a = H a \ x= \, on a bien P a — P G I et ord Vl (P CT ) ^ max(ord yi (P), w\ + k\). Le lemme 
est démontré. □ 

3.2 Fin de la preuve 

Démonstration du théorème 2 bis. Notons Lq = V\ < ■ • • < L„ = V% les éléments primitifs du 1- 
squelette de £y. Pour chaque i = 1, . . . , q, notons ai G £y le cône contenant le cône ouvert engendré 
par Li-\ et Lj. 
Soit m G F W (M). 

Montrons par récurrence sur i que pour tout i = 0, . . . , q, il existe Tj G £> n +2 vérifiant : 

— Tj£ = m 

— ord Vl (Ti) < u;i + K 1 

Pour i = : m G F w donc en particulier m G Vy*r w } (notons que Vx(w) = Wx) donc il existe Tq tel 

que TqS = m et ord (ïb) ^ i^i ^ it>i + ■ 
Supposons l'assertion vraie au rang i — 1. 

On applique le lemme l3~T1 avec cr = ai et P = Tj_i. On pose alors Ti = P a (notations du lemme). 
D'après ce même lemme, Tj vérifie : 

— Tiô = m 

— T ^v£; {w) (M) 

— ord Vl (Ti) ^ max(ord v ' 1 (rj_i), wx + k 1 ) = u>i + K 1 

Ainsi, l'assertion est vraie pour tout i. En particulier pour i = q, on a : m = T q 5, ord V2 (T q ) sj ui2 
et ord Vl (T q ) ^ wx + K 1 , c'est-à-dire m G V w+ r K i i0 -\(M). □ 

Remarque 3.2. Le procédé de construction de (« , 0) montre qu'un tel k n'est à priori pas unique. 
En eSet, en inversant les rôles de Vx et V%, on aurait pu construire un k de la forme (0, k 2 ). 
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